La correspondance de Curry-Howard

(n’est pas épistolaire)

Valentin Maestracci

Hier soir, tard

I2M : Equipe AGLR ! (Sous equipe LDP)



Remontons en arriére

Il y a bien longtemps



Une preuve ensemble

+rA — B — AAB



Une preuve ensemble

A+rB — AAB
tA — B — AAB
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Une preuve ensemble

A, BHrAAB
—i
ArB — AAB _
tFA — B — AAB




Une preuve ensemble

A B+rA A,B+B
A, BHrAAB

H
ArB — AAB
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Une preuve ensemble

aXx ax
A,BrHA A,B+ B
A,BFrAAB '
_)
ArB — AAB
A — B — AAB

i
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Déduction Naturelle

Mais le systéme minimal, c’est trois regles :

Introduction

I' A+B
I'+tA — B
Elimination
I''tA = B T+A
—e
I'tB
Axiome

— ax
[ArA



Déduction Naturelle

Pour le reste, c’est open bar!

* Opérateur booléens V, A ...
e Quantificateurs V, 3, ... (a tout les ordres)
¢ La fameuse logique linéaire: !,?,®, ...

e Broccolis : ©



Le premier langage de programmation!

Introducing : Lambda Calcul ™

*(Pas vraiment, c’est open source...)
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Prenons les fonctions au sérieux

Petite notation

Math | f:x - x+2 f(3) =3+2=5
Info (Ax.x +2) Ax.x+2)3 | ~3+2~5
Exemples :
* Ax.x
* Ax.(Ay.y)

o (Ax.(x)x) =0
* (0)0
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(Ax.x +3)5
(Ax.Ay.y)5
(0)0 = (Ax.(x)x)d
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Formellement

Un programme p peut étre :
(Var) x
(Abs) Ax.gq
(App) (9)r
Avec la regle

(Ax.p)g ~ plx « q]
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Formellement

Un programme p peut étre :

(Var) x
(Abs) Ax.gq
(App) (q9)r

Avec la regle

(Ax.p)g ~ plx « q]
On peut vraiment tout faire ?
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On peut tout faire!

Tout les programmes*

Par exemple les entiers :

Peano 0 S0

Von Neumann 1] {0}

Church Af Ax.x | Af Ax.(f)x
L'addition :

plus == AmAn.Af Ax.(((m)f)n)f)x)

Etc...
*(de N dans N)
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Génial! On peut vraiment tout faire!

Tout est permis! Tout est programmable!
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Génial! On peut vraiment tout faire!

Tout est permis! Tout est programmable!

Mais du coup on peut programmer n'importe quoi...
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Un type pas sympa

fix—>x+2

Question :
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Un type pas sympa

fix—>x+2
Question :

f(50(3))
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Un type pas sympa

fix—>x+2
Question :
f(50(3))
f(5)
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Un type pas sympa

fix—>x+2
Question :
£(50(3))
£()
f(PSh(Set))
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Un type pas sympa

fix—>x+2
Question :
f(50(3))
f(S)
f(PSh(Set))
C’est "mal typé"
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Une personne franchement agréable

On va imposer des types a nos termes, et le compilateur vérifiera
que tout est bien typé!

Nos nouveaux termes :
(Var) x:A
(Abs) A(x:A).q
(App) (9)r
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A nous de vérifier!

FAx:A)A(y:B)x:A = B = A
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A nous de vérifier!

x:ArAMy:B)x:B = A
FAx:A)Ay:B)x:A = B = A

> i
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A nous de vérifier!

ax
x:A,y:Brx:A

x:ArAy:B)x:B = A
FAx:A)A(y:B)x:A = B = A
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..t A,...:BF...: A
L.:AF...:B = A

F....A — B — A

ax

21



Curry-Howard

ILA+B I''x:A+rt:B
- Abs
'+A — B I'rA(x:A)t:A = B
I''tA — B TG+A 'tf:A =B Ttre:A
—e App
I'+B I'(f)e:B
ax — Var
IArA I''x:Arx: A
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Le gros résultat

Un programme bien typé est un programme bien élevé!

Preservation du typage
Ft:Aett~t'alorskt': A

Terminaison
Ft:A — t €SN

Tout va bien
Ft:N — t~*n
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Mais c’est trop restrictif!

On élimine aussi les bad boy stylés des programmes...

24



Mais c’est trop restrictif!

On élimine aussi les bad boy stylés des programmes...

Un exemple :
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Mais c’est trop restrictif!

Les types forcent le programme a se comporter d'une certaine
maniere.
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Mais c’est trop restrictif!

Les types forcent le programme a se comporter d'une certaine
maniere.

IIs sont "prescriptifs"
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Mais c’est trop restrictif!

Les types forcent le programme a se comporter d'une certaine
maniere.

IIs sont "prescriptifs"

Mais en tant que programmeur c’est plus une aide, une
indication sur le comportement du programme
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Mais c’est trop restrictif!

Les types forcent le programme a se comporter d'une certaine
maniere.

IIs sont "prescriptifs"

Mais en tant que programmeur c’est plus une aide, une
indication sur le comportement du programme

= On peut regarder des types "descriptifs" ?
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Changer de paradigme

La réalisabilité (linéaire chez moi)

* Modéle de calcul +
¢ Type = Comportement du programme (infinitaire...) +

¢ Théoréme d’adéquation:Sit + A alorst k A
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A quoi ca sert tout ca?

On en sort des trucs!

* Nouveaux type = nouvelle logique!
* Informations sur les programmes!

* Contenu calculatoire des preuves!

D’apres vous, quel "contenu calculatoire” le théoreme des
valeurs intermédiaires a t'il ?
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